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2.5.4 Inégalité de Holder et Minkowski

2.98 THEOREME (INEGALITE DE YOUNG GENERALISEE)
Soit f : [0, +00o[— [0, +co[ une fonction strictement croissante et de dérivée continue sur
[0, +oo[ et f(0) = 0. Alors pout tous

1) pour touta > Oona

a fla)
| Fdx 4 [T ) dy = af(@)

2) pourtousa, b > 0ona,

[ @+ [ @) ay >

De plus l'égalité a lieu si et seulement si b = f(a).

Démonstration: 1) La fonction f étant strictement croissante, continue et f(0) = 0, elle est
inversible de [0,c] — [0, f(c)] et la fonction inverse est aussi strictement croissante.
Par une intégration par parties, on a

a a (a)
[ 1o dx=ap@) - ["xf ) ax=af@)~ [ )y

on a utilisé puis le changement de variable y = f(x), (dy = f'(x) dx).
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flz)
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N
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FIGURE 2 — a gauche f(a) < betadroite f(a) > b
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2) On aura, en utilisant la relation de Chasle et 1)

a a (a)
[rwass [y = [T [ ware [y =af@e [ 7wy

Maintenant, si f(a) < b, on a

b b L
Jo = [Ny = [ ady = ao~ fa)

etsif(a) >b,ona

f(a)

b f(a) f(a)
S My = [Ty = [ @)y =~ [T ady = —a(f(a) ) = alb (@)
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Ainsion a

a b b
/O f(x) dx +/O () dy:af(a)+/f(a)f = ab.

") dy > af(a) +a(b — f(a))

2.100 COROLLAIRE (INEGALITE DE YOUNG)
Soit1 < p < oo, alors pour tous a, b > 0 on a
roopa
p 9
ot q €]1, +oo[ est I'exposant conjugué a p définie par » + 7 =1
De plus I'égalité a lieu si et seulement si a” = b7

Démonstration: On applique l'inégalité de Young généralisée a f : [0,4o0o[— [0, +oo[ ,

définie par f(x) = xP~1, alors f 1 (y) = yﬂll Ainsi, puisque g = Ll, ona
bq

ab</x”1dx+/ y% =— ;

2.102 THEOREME (INEGALITE DE HOLDER ET MINKOWSKI)
Soient p et g deux exposants conjugués (% 5T ; =1),1 < p < co.Soient f,g € R([a,b]).

Alors on a les inégalités suivantes :
(i) (I'inégalités de Holder ).

[ ireoseotacs ([iscora) ([ swiar)

(if) (I'inégalité de Minkowski).

([ 1 e searae)” < ([rera) " ([ igeora) "

Démonstration: (i) a) Si [ ub |f(x)[Pdx = [ |g(x)|7 dx = 1, d’apres I'inégalité de Young
: f)P 18 ,
ona: pour tout x € [a,b], [f(x)g(x)| < + p par suite

/ub |f(x)g(x)] dx < ;/b |f(x)|”dx—|—;/ub g (x)|7dx = ;+; =1

b) Si [ |f(x)]dx =0ou [’|g(x)| dx = 0,alors [ |fg|dx = 0 et I'égalité.
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c) Si f: [f(x)|Pdx > 0et f: |g(x)|7 dx > 0, on pose fi = etg =

—f
(S 1f1rax)"”

b 1/p b 1/p , X
W.Alors (fa |f1(JC)|de) = (fa |g1(x)|70dx> = 1 et d’apres a)
ona [ |fi(x)g1(x)|dx <1,d’on

[ treoseota< ([ rran)” ([ iscomar)

(if) Soient f et g deux fonctions mesurables. D’apres 'inégalité de Holder

1/q

b b b b
[ir+arax = [Cif+glif+gp-tax < [TI7lF+ gt [ lgllf +glr

< (/ub |f|de>l/P (/ﬂb |f+g|de> + (/ﬂh |g|pdx)1/p </ub |f+g|f’dx>
< [(/: |fpdx)1/F’+ (/ub |g|,,dx>1/p] (/ub |f+g|”dx>l/q
</ﬂb |f+8|7’dx)11/q . </ab |f|pdx>1/p+ (/ab |g|pdx>1/p'

D’ou1 I'inégalité de Minkowski. =

1/q 1/q

2.5.5 Intégration de fonction a valeurs dans C.

On considere une fonction f définie sur [a, b] — C. On peut donc écrire pout tout

x € la,b
= £(x) = Re f(x) +iIm f(x),

ot Re f(x) et Im f(x) sont respectivement les parties réelles et imaginaires de f(x).

Une propriété vérifiée par les fonctions a valeurs dans R, s’étend aux fonctions a
valeurs dans C, en disant que f vérifie la propriété si et seulement si Re f et Im f vérifient
la propiété.

2.104 EXEMPLE. 1) La fonction f posseéde une limite finie en un point xj si et seulement si
Re f etIm f possedent une limite en x, et I’on pose

lim f(x) = JCli_)rg}g Re f(x) + ixli_g}o Im f(x).

X—X0
On vérifie facilement que les propriétés des limites de somme de produit et de quo-
tients sont encore vraies.

2) La fonction f est continue en un point c si et seulement si Re f et Im f sont continues
en xo.

3) Lafonction f est dérivable en un point ¢ si et seulement si Re f et Im f sont dérivables
en xo, et 'on pose
f'(x0) = (Re f)'(x0) +i(Im f)' (xo)-

4) La fonction f est bornée sur [a, b] si et seulement si les fonctions Re f et Im f sont
bornées.
En effet on déduit de 1’égalité

1= /(Re /)2 + (Im f)2,

que la fonction |f| est bornée, et des inégalités
[Re f| < |f] et [Im f| < |f], la réciproque.
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On peut définir I'intégrabilité au sens de Riemann des fonctions a valeurs dans C

2.105 DEFINITION
Soit f[a, b] — C.Ondit que f est Riemann-intégrable, si Re f et Im f le sont, et on posera

/abf(X)dx = /ab Re f(x)dx+i/ab Im f(x)dx.

On note par R([a,b],C) I'ensemble des fonction Riemann-intégrables de [a,b] & va-
leurs dans C.

2.106 REMARQUE

On a
Re (/ubf(x)dx) = /uh Re f(x)dx et Im (/ubf(x)dx> = /ahlmf(x)dx.

2.107 EXEMPLE. La fonction f : [0,1] — C définie par f(x) = €™ est Riemann-intégrable,
puisque sa partie réelle Re f(x) = cos(7x) et sa partie imaginaire Im f(x) = sin(7x)
sont continues, dont Riemann-intégrales et

1. 1 1 2i
/ edx = / cos(nx)dx+i/ sin(7x)dx = =
0 0 0 7T

On va voir quelles sont les propriétés obtenues pour les fonctions a valeurs réelles
qui sont encore vraies dans le cas des fonctions a valeurs complexes.
2.5.6 Propriétés de l'intégrale des fonctions a valeurs dans C

1) R([a,b],C) est un C-espace vectoriel sur et 'intégrale est une application C-linéaire.

En effet, soient f,¢ € R([a,b],C) g et si A est un nombre complexe, alors f + g et Af
sont Riemann-intégrables, et

[+ o= [ fes [ s [[aneax=a [ o
Alors
Re(f+¢) =Ref+Reg;Im(f+¢) =Imf+Img,

et ces deux fonctions sont réelles et Riemann-intégrables, donc f + g € R([a, b],C).
et

/ab(f+8)(x)dx(f+g) :/abRe (f+g)(x)dx+i/ab1m (f + g)x)dx.
:/abRef(x)dx+/ﬂbReg(x)dx—i-i/ﬂbImf(x)dx—i—i/ublmg(x)dx_

:/abRef(x)dx—i—i/abImf(x)dx—ﬁ—./;Reg(x)dx—i-i/ablmg(x)dx.

= /ﬂbf(x)dx + /abg(x)dx.

De mémesiA = a +iB,aveca,p € R,onaRe (Af) =aRe f —BIm fetIm (Af) =
BRe f+alm f,dou Af € R([a,1],C).
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De plus

/ab)\f(x)dx :/ﬂbocRef(x)dx—/abﬁlmf(x)dx—i-i(/ﬂbﬁRef(x) dx—i—/aboclmf(x) dx>

:a/abRef(x)dx—,B/ahImf(x)dx—l—i,B /ﬂbRef(x)dx—i-izx /ahImf(x)dx
= (a+iB) ('/a.hRef(x)dx+'/;Imf(x) dx) - A'/a.hf(x) dx.

2) Toutes les propriétés faisant appel a la linéarité de l'intégrale restent vraies. Il suffit
d’appliquer les propriétés pour les fonctions réelles aux parties réelles et imaginaires :
par exemple
la relation de Chasles, le théoreme fondamental du cacul intégral, la formule d’inté-
gration par parties, la formule de changement de variable ...

b b
3) Soit f € R([a,b],C), alors | f| € R([a,b],C) et / F(x)dx g/a £ (x) | dx.

Ecrivons f = u 4 iv avec u = Ref et v = Imf.

Commengons par montrer que |f| est Riemann-intégrable.

Pour tout € > 0, il existe une subdivision r = {4 = xo < x1 < ... < xy = b} de [4, }]
telle que D (u,0) = D_(u,0) < §etDy(u,0) —D_(u,0) < 5.

Par 'inégalité triangulaire, pour tous x, x’ € [a,b],on a:

[FE = 1fED] < [£(x) = f()] < Julx) = u(x)] + [o(x) — o(x)]

ainsi, pour tous x, x’ € [x;, x;,1] ona

sup |f(x)|— inf f(x)|§< sup u(x)— inf u(x))—i—( sup ov(x)— inf ]v(x)>

XE[x),Xi41] X€E[x;,xi11] x€[x;xi11) x€[x;,xi41] [%i%i14] X€E[X;,Xi41
en remarquant que sup Hf(x)\ — |f(x’)H = sup |f(x)|— inf |f(x)]
x’xle[xi/xH»l] xe[xi,x,grl] xe[xf'xi+1]

on obtient I'intégrabilité de |f| de
Di(fl,e) = D-(|f],0) < (D+(u,0) = D—(u,0)) + (D+(v,0) = D—(v,0)) < €

Montrons maintenant I'négalité.
Posons fubf(x) dx = re’ otr = ‘fubf(x) dx‘ et 0 est un réel.
Alors,
r =Re(r) =Re /ub e 0 f(x)dx = /ab Re(e " f(x))dx (2.1)

Dautre part, Re(e £ (x)) < e~ f(x)] = | f(x)|, d'ot [, Re(e ®f(x)) dx < [}'|f(x)|dx,
par suite

[ s =r < [1pw)ax

2.5.7 Criteére de Lebesgue pour l'intégrabilité au sens de Riemann

On note (1) la longueur de l'intervalle I, (y([a,b]) = b — a).
Un sous-ensemble A de R est dit de mesure nulle, si pour tout € > 0, il existe une
famille dénombrable H = {Iy, I, ...} d’intervalles ouverts telle que

+o00
AC U IketZV(Ik) <e.
keN k=0
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LEMME
1) Si B est de mesure nulle et A C B alors A est aussi de mesure nulle.

2) Tout sous-ensemble dénombrable de R est de mesure nulle.

3) Si Ay est de mesure nulle pour tout k € IN, alors U Ay est aussi de mesure nulle.
keN

Démonstration: 1) C’est clair

2) Soit A = {ag, a1, ...} un sous-ensemble dénombrable de R. Soit € > 0, et pout tout
k, soit I I'intervalle |a — ﬂ%, a-+ 2,(% [. Alors, A C U I. Pour tout k, la mesure de

kelN
too o
€ RN _ PN
Iy est 3z, d’ott kZH:\I u(ly) < ;{ZE) oo = € D’ou, A est de mesure nulle.
c =i

3) Soit € > 0. Pour tout k, soit Hy = {Ixo, Ix1, ...} une famille d’énombrable d’inter-
valles telle que

“+o00
Ay C U Iy ; et Z (L) < kiﬂ Alors, U Hj. est encore une famille dénombrable
ieN i=0 2 keN
d’intervalles, et

—+o00 400 “+o0
U Aac U UIk,ietZZV(Ik,i)Szzk%:ﬁ ]
kelN keNieN k=0i=0 k=0

EXEMPLE. 1) Tout ensemble fini est de mesure nulle.

2) Les ensembles IN, Z, Q et 'ensemble des nombres algébriques sont de mesure nulle
car ils sont dénombrables.

Il existe des ensembles qui sont de mesure nulle sans étre dénombrale, I'ensemble tria-
dique de Cantor en est un.

EXEMPLE (L’"ENSEMBLE TRIADIQUE DE CANTOR). La construction de l’ensemble de Can-
tor est se fait par récurrence comme suit :

On découpe [0, 1] en trois intervalles égaux et I'on supprime 'intervalle ouvert du mi-
lieu, on fait de méme aux deux intervalles restant, ainsi de suite. On obtient ainsi pour les

premiers ensembles Cy = [0,1], C; = [O,%} U [%,1} ,C3 = [O, %} U {%, %} U [%, g] U [%,1] ;

¢ J ¢ J
— — — —
— — — —

FIGURE 3 - les 4 premieére étapes de la construction de C

Cy est obtenu a partir de C,,_ en supprimant 2" ! intervalles ouverts deux a deux
disjoints de longueur 3% Plus precisément C; est la réunion des 2" intervalles disjoints
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n
de longueur 3%, {3%, “3‘*,11} oll a parcours 1’ensemble des entiers de la forme a = Z 3k

k=1

avec ar = 0ou g, = 2.
L'ensemble triadique de Cantor C est défini comme l'intersection des ensemble C;

+o0
C:= () Cu
n=0

1) L'ensemble C n’est pas dénombrable :

Pour montrer cela, on utilise une autre description de C; c’est I'ensemble des réels
x € [0,1] donc I'écriture en base 3 n"utilise que 0 et 2 i.e.

o= {f;’; |y € {0,2}}

k=0

Soit ¢ : C — [0,1] I'application définie par

+oo oo (O
¢<E3i>=2(§k)-

k=0 k=0
“+o0
Montrons que ¢ est surjective. Soity € [0,1] ety = 2 B—Z son écriture en base 2, oil
n=0
T an
pour toutn € N, b, € {0,1}. Alors ¢(x) =youx =) 0 € C.
n=0

Puisque ¢ est surjective, le cardinal de C est supérieur a celui de [0,1], mais comme
C est un sous-ensemble de [0, 1], son cardinal est inférieur a celui de [0,1]. Ainsi le
cardinal de C est égal a celui de [0, 1]; ’ensemble C n’est donc pas dénombrable.

2) L’ensemble C est de mesure nulle :

2 n
Pour tout € > 0, il existe n € N tel que (3> < %

On a C,, qui est la réunion de 2" intervalles disjoints de la forme {3%, “3;:1} il est donc
contenu dans la réunion des 2" intervalles ouverts disjoints de la forme } 3~ uris a3+n1 + i

) . 1 e 2\" €
dont la somme des longueurs est égale a 2" (3;1 + 2n> = <3> + 2 <e.

Puisque C C Cy, il est donc contenue d'une famille finie d’'intervalles ouverts dont la
somme des longueurs < €. On a donc montrer que C est de mesure nule.

On énonce maintenant, le critere de Lebesgue pour l'intégrabilité au sens de Rie-
mann :

2.112 THEOREME (CRITERE D'INTEGRABILITE DE LEBESGUE)
Soit f : [a, b] — R. Alors, f est Riemann-intégrable si et seulement si f est bornée et
I'ensemble de ses points de discontinuité est de mesure nulle.

2.113 EXEMPLE. 1) On montre facilement, en utilisant le critere de Lebesgue, que la fonction

1 si x est rationnel
de Dirichlet, f : [0, 1] — R définie par f(x) = , o
0 si x est irrationnel
n’est pas Riemann-intégrable; en effet ’ensemble de ses points de discontinuité est

[0,1], qui nest pas de mesure nulle.
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2) La modification de la fonction précédente, ¢ : [0,1] — R définie par
0 six estirrationnel
g( x) = 0 six=0
1

1 giy=PF —
7 51x—qetpgcd(p,q)—1

est Riemann intégrable, car elle est bornée et son ensemble de points de discontinuité
est dénombrable, donc de mesure nulle :

2.114 Exercice Montrer que ’ensemble des points de discontinuité de g est ]0,1] N Q.

2.115

Une application de ce théoréeme

PROPOSITION
Soit f : [a, b] — [c, d] une fonction Riemann-intégrable et ¢ : [c, d] — R une fonction
continue. Alors g o f est Riemann-intégrable sur [4, b].

Démonstration: La fonction ¢ étant continue sur l'intervalle fermé borné [c, d] elle est bor-
née, il en est alors de méme pour go f.

Comme g est continue, g o f est alors continue en tout point o1 f est continue, ainsi
I'ensemble de discontinuité de g o f est contenu dans celui de f, mais, 'ensemble de
discontinuité de f est de mesure nulle, puisque f € R([a,b]), ainsi I'ensemble de dis-
continuité de g o f est de mesure nulle. Alors, d’apres le critere de Lebesgue, g o f est
Riemann-integrable sur [a, b]. n
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